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矩阵极分解计算的一个注记

温朝涛，陈小山

（华南师范大学数学科学学院，广州 ５１０６３１）

摘要：设ｐ是大于１的偶数，根据方程ｘ－ｐ－１＝０的Ｎｅｗｔｏｎ迭代公式，给出一个计算矩阵极分解的新算法，并证明其
具有二次收敛特性．数值例子表明该算法是有效的．
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　　本文使用符号：ＣＣｎ×ｎ表示 ｎ×ｎ复矩阵集合，Ｉ表
示适当维数的单位矩阵，ＡＨ表示矩阵 Ａ的共轭转
置，‖·‖Ｆ和‖·‖２分别表示矩阵的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数
和谱范数．

矩阵极分解是数值线性代数的一种基本分解，

在心理测量、航空航天计算、最优化和控制论等方面

有广泛的应用．例如：心理测量中的正交 Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ
问题，就是求如下的最优问题：

ｍｉｎ
ＸＴＸ＝Ｉ
‖Ａ－ＢＸ‖Ｆ，

其中Ａ，Ｂ!ＲＲｍ×ｎ．如果ＢＴＡ＝ＵＨ是矩阵ＢＴＡ的极分
解，那么Ｘ＝Ｕ就是这个问题的解［１］．矩阵极分解是
复数极坐标表示的一种推广．任意一个复数 ｚ都可
以表示成：ｚ＝ｒｅｉθ，其中 ｒ是 ｚ的模，θ是幅角．类似
地，任意复矩阵Ａ!ＣＣｎ×ｎ可表示成［２］

Ａ＝ＵＨ， （１）
其中Ｕ!ＣＣｎ×ｎ是酉矩阵，即满足ＵＨＵ＝Ｉ和 Ｈ!ＣＣｎ×ｎ是
Ｈｅｒｍｉｔｅ半正定矩阵．称式（１）为矩阵 Ａ的极分解，
Ｕ和Ｈ分别称为Ａ的酉极因子和半正定极因子．

矩阵极分解可以通过矩阵的奇异值分解得到．

设Ａ!ＣＣｎ×ｎ的奇异值分解为［３］：

Ａ＝ＰΣＱＨ， （２）

其中Ｐ，Ｑ!

ＣＣｎ×ｎ是酉矩阵，

Σ＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σｎ）　（σ１≥σ２≥…≥σｎ≥０），

则式（１）的酉极因子 Ｕ和 Ｈｅｒｍｉｔｅ半正定极因子 Ｈ

分别为Ｕ＝ＰＱＨ，Ｈ＝ＱΣＱＨ．
　　对矩阵极分解的研究可见文献［４－７］，矩阵酉
极因子的扰动界及其条件数的研究见文献［１，３，
８］，矩阵极分解的数值方法的研究见文献［９－１４］．
根据求方程ｘ２－１＝０的迭代算法，得到相应的求解
矩阵极分解的 Ｎｅｗｔｏｎ迭代法［１，１３］、割线迭代法

［９］、

Ｈａｌｌｅｙ迭代法［１０］
和帕德迭代法

［７］
等．最近，温朝涛

和陈小山
［１１］
基于方程 ｘｐ－１＝０，给出了求解矩阵极

分解的Ｎｅｗｔｏｎ迭代法和Ｈａｌｌｅｙ迭代方法．本文基于
方程ｘ－ｐ－１＝０，给出计算非奇异矩阵酉极因子的
Ｎｅｗｔｏｎ迭代公式并证明其具有二阶收敛性，推广
了基于 ｘ－２－１＝０求矩阵极分解的迭代法［１２］，避免



了求矩阵的逆．最后通过数值例子说明新算法的有
效性．

１　Ｎｅｗｔｏｎ迭代法

本节给出一个新的计算非奇异矩阵酉极因子的

迭代公式并证明算法的二阶收敛性．设ｐ是一个大于
１的偶数，则方程ｘ－ｐ－１＝０的Ｎｅｗｔｏｎ迭代公式为［１５］：

　 ｘｋ＋１＝
１
ｐ
（ｐ＋１）ｘｋ－ｘ

１＋ｐ
ｋ[ ]　（ｋ＝０，１，２，…）．（３）

由文献［１５］可知：当０＜ｘ０＜
ｐｐ＋槡 １时，式（３）产生的序

列｛ｘｋ｝收敛到１．设Ａ!ＣＣ
ｎ×ｎ
是非奇异矩阵，则由式（３）

可得计算矩阵Ａ的酉极因子的Ｎｅｗｔｏｎ迭代公式：

Ｘｋ＋１＝
１
ｐ
（ｐ＋１）Ｘｋ－（ＸｋＸ

Ｈ
ｋ）
ｐ／２Ｘｋ[ ]

（ｋ＝０，１，２，…，Ｘ０＝Ａ，‖Ａ‖２＜
ｐｐ＋槡 １）． （４）

注１　值得注意的是，‖Ａ‖２＜
ｐｐ＋槡 １的限制不是本

质的．因为对于任意给定的非奇异矩阵Ａ，可以令Ｘ０＝
Ａ／‖Ａ‖２，则Ｘ０与Ａ有相同的酉极因子且‖Ｘ０‖２＝

１＜ｐｐ＋槡 １．
接下来证明式（４）产生的序列｛Ｘｋ｝是二阶收敛

到矩阵Ａ的酉极因子．这需要以下引理．
引理１　设ｐ是大于１的整数，ｄ是大于０的实

数，则

１
ｐ
（ｐ＋１）ｄ－ｄ１＋ｐ[ ] －１＝ｄ－１( )２（－

１
ｐ
）
ｐ

ｊ＝１
ｊｄｐ－ｊ．（５）

证明　用数学归纳法来证明．当ｐ＝２时，有
１
２
３ｄ－ｄ３[ ] －１＝－

１
２
（ｄ－１）２（ｄ＋２），

式（５）成立．假设当ｐ＝ｋ时，式（５）成立，则当ｐ＝ｋ＋１
时，有

１
ｋ＋１

（ｋ＋２）ｄ－ｄｋ＋２[ ] －１＝

　
－ｄｋ

ｋ＋１
［ｄ２－（ｋ＋２）ｄ１－ｋ＋（ｋ＋１）ｄ－ｋ］＝

　
－ｄｋ

ｋ＋１
ｋ＋１
ｄｋ

１
ｋ＋１
ｄｋ＋２－

ｋ＋２
ｋ＋１
ｄ＋１( )[ ] ＝

　
－ｄｋ

ｋ＋１[ｋ＋１ｄｋ (ｄ２－２ｄ＋１－ｄ２＋２ｄ－１＋ｄ
ｋ＋２

ｋ＋１
－ｋ
＋２
ｋ＋１
ｄ＋１) ] ＝

　
－ｄｋ

ｋ＋１{ｋ＋１ｄｋ [（ｄ－１）２－ｄ２＋２ｄ－１＋ｄ
ｋ＋２

ｋ＋１
－ｋ
＋２
ｋ＋１
ｄ＋１]}＝

　
－ｄｋ

ｋ＋１{ｋ＋１ｄｋ [（ｄ－１）２－ｄ２＋ｄ
ｋ＋２

ｋ＋１
＋ｋ
ｋ＋１
ｄ]}＝

　
－ｄｋ

ｋ＋１{ｋ＋１ｄｋ [（ｄ－１）２－ｋｋ＋１ｄ( １ｋ（（ｋ＋１）ｄ－ｄｋ＋１）－１) ]}＝
　
－ｄｋ

ｋ＋１{ｋ＋１ｄｋ [（ｄ－１）２－ｋｋ＋１ｄ(－ｄ－１( )２

ｋ 
ｋ

ｊ＝１
ｊｄｋ－ｊ) ]}＝

　（ｄ－１）２(－１ｋ＋１)
ｋ＋１

ｊ＝１
ｊｄｋ＋１－ｊ．

证毕．

定理１　设 Ａ!ＣＣｎ×ｎ是非奇异矩阵且有极分解

（１）．如果‖Ａ‖２＜
ｐｐ＋槡 １，那么式（４）产生的迭代序

列｛Ｘｋ｝满足
　　　　　　　ｌｉｍ

ｋ→!

Ｘｋ＝Ｕ （６）

和

　 ‖Ｘｋ＋１－Ｕ‖２≤
１
ｐ‖
Ｘｋ－Ｕ‖

２
２
ｐ

ｊ＝１
ｊ‖Ｘｋ‖

ｐ－ｊ
２． （７）

证明　Ａ的奇异值分解如式（２），定义
　　　Ｄｋ＝Ｐ

ＨＸｋＱ　（ｋ＝０，１，２，…）． （８）

式（４）左右分别乘以ＰＨ和Ｑ，得到
ＰＨＸ０Ｑ＝Ｐ

ＨＡＱ＝ＰＨＰΣＱＨＱ＝Σ （９）
和

ＰＨＸｋ＋１Ｑ＝
１
ｐ
［（ｐ＋１）ＰＨＸｋＱ－Ｐ

Ｈ（ＸｋＸ
Ｈ
ｋ）
ｐ／２ＰＰＨＸｋＱ］＝

　
１
ｐ
［（ｐ＋１）ＰＨＸｋＱ－（Ｐ

ＨＸｋＱＱ
ＨＸＨｋＰ）

ｐ／２ＰＨＸｋＱ］．

（１０）

把式（８）代入式（９）、（１０），则式（４）可写成

　Ｄｋ＋１＝
１
ｐ
（ｐ＋１）Ｄｋ－（ＤｋＤ

Ｈ
ｋ）
ｐ／２Ｄｋ[ ]，Ｄ０＝Σ．（１１）

因为Ｄ０＝Σ是对角元都为正数的对角阵，所以由式
（１１）可知Ｄｋ＋１是对角元为正数的对角矩阵．记

ＤＨｋ＝Ｄｋ＝ｄｉａｇｄ
（ｋ）
１ ，ｄ

（ｋ）
２ ，…，ｄ

（ｋ）
ｎ( ) （ｄ（ｋ）ｉ ＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ）．

（１２）

于是式（１１）转化为ｎ个纯量的Ｎｅｗｔｏｎ迭代公式：

ｄ（ｋ＋１）ｉ ＝１
ｐ
（ｐ＋１）ｄ（ｋ）ｉ －（ｄ

（ｋ）
ｉ ）

１＋ｐ[ ] （ｄ（０）ｉ ＝σｉ，ｉ＝１，…，ｎ）．

（１３）

由文献［１５］可知
　　　ｌｉｍ

ｋ→!

ｄ（ｋ）ｉ ＝１　（ｉ＝１，２，…，ｎ）． （１４）

由式（８）和式（１４）可得
ｌｉｍ
ｋ→!

Ｘｋ＝ｌｉｍｋ→!

ＰＤｋＱ
Ｈ( ) ＝Ｐｌｉｍ

ｋ→!

Ｄｋ[ ]ＱＨ＝ＰＱＨ＝Ｕ．

因而式（６）成立．接下来证明式（７）．
由引理１和式（１３）可得
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ｄ（ｋ＋１）ｉ －１＝
１
ｐ
（ｐ＋１）ｄ（ｋ）ｉ －（ｄ

（ｋ）
ｉ ）

１＋ｐ[ ] －１＝

　－
１
ｐ
（ｄ（ｋ）ｉ －１）

２
ｐ

ｊ＝１
ｊ（ｄ（ｋ）ｉ ）

ｐ－ｊ　（ｉ＝１，２，…，ｎ）．（１５）

结合式（１２）和式（１５），有

　Ｄｋ＋１－Ｉ＝－
１
ｐ
Ｄｋ－Ｉ( )２

ｐ

ｊ＝１
ｊ（Ｄｋ）

ｐ－ｊ． （１６）

式（１６）两边取谱范数得

　 ‖Ｄｋ＋１－Ｉ‖２≤
１
ｐ‖
Ｄｋ－Ｉ‖

２
２
ｐ

ｊ＝１
ｊ‖Ｄｋ‖

ｐ－ｊ
２． （１７）

注意到

‖Ｄｋ－Ｉ‖２＝‖Ｐ（Ｄｋ－Ｉ）Ｑ
Ｈ‖２＝‖ＰＤｋＱ

Ｈ－ＰＱＨ‖２＝
　‖Ｘｋ－Ｕ‖２ （１８）

和

　 ‖Ｄｋ‖２＝‖ＰＤｋＱ
Ｈ‖２＝‖Ｘｋ‖２． （１９）

把式（１８）、（１９）代入式（１７）可得式（７）．证毕．
注２　定理１说明式（４）产生的矩阵序列Ｘｋ二

阶收敛到矩阵Ａ的酉极因子．特别地，当ｐ＝２时，式
（４）简化为求矩阵酉极因子的 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｓｃｈｕｌｚ迭代
公式

［７］：

　Ｘｋ＋１＝
１
２
（３Ｘｋ－ＸｋＸ

Ｈ
ｋＸｋ），Ｘ０＝Ａ． （２０）

文献［７］给出式（２０）的误差估计：

　 ‖Ｘｋ＋１－Ｕ‖２≤
１
２‖
Ｘｋ－Ｕ‖

２
２‖２Ｕ＋Ｘｋ‖２． （２１）

由于‖２Ｕ＋Ｘｋ‖２≤２＋‖Ｘｋ‖２，所以由式（２１）得

‖Ｘｋ＋１－Ｕ‖２≤
１
２‖
Ｘｋ－Ｕ‖

２
２（２＋‖Ｘｋ‖２），

这就是当ｐ＝２时式（７）的结果．

２　数值例子

本节给出数值例子说明式（４）的有效性．所有计
算使用 Ｍａｔｌａｂ７．８，相对的机器精度为２．２２０４×１０－１６．
对非奇异矩阵Ａ，取Ｘ０＝Ａ／‖Ａ‖２作为迭代公式（４）
的初始值，每步迭代产生近似酉极因子Ｘｋ，再用Ｈｋ＝

（ＸｋＡ＋ＡＸｋ）／２作为Ａ的近似正定极因子．定义残
量Ｒｋ＝Ａ－ＸｋＨｋ．如果Ｒｋ很小，那么近似酉极因子Ｘｋ
就接近Ａ的酉极因子Ｕ．

例１［７］　取几乎正交矩阵Ａ＝ｏｒｔｈ（ｇａｌｌｅｒｙ（ｍｏｌｅｒ，
１６））＋ｏｎｅｓ（１６）×１０－３，其中 ｏｒｔｈ是生成１６×１６正交
矩阵的Ｍａｔｌａｂ函数．对不同的 ｐ，利用式（４）产生的
残量Ｒｋ的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数见表１．
　　例２［９］　设矩阵

Ａ＝
０．１ ０ －１
０ １ ０
－１ ０ ０










，

对不同的ｐ，利用式（４）产生的残量 Ｒｋ的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ
范数见表２．

表１　例１中Ｎｅｗｔｏｎ迭代公式（４）的‖Ｒｋ‖Ｆ
Ｔａｂｌｅ１　‖Ｒｋ‖ＦｉｎＮｅｗｔｏｎｉｔｅｒａｔｉｏｎ（４）ｉｎＥｘａｍｐｌｅ１

ｐ ｋ＝１ ｋ＝２ ｋ＝３ ｋ＝４ ｋ＝５

ｐ＝２ １．３３３９×１０－３ ４．８６３５×１０－７ １．３３３４×１０－１３ ８．３６０１×１０－１６ ７．９５８５×１０－１６

ｐ＝４ ２．２０５７×１０－３ ２．２０８１×１０－６ ４．５５６５×１０－１２ ８．２１３８×１０－１６ ７．５８８８×１０－１６

ｐ＝６ ３．０６３７×１０－３ ５．９４１１×１０－６ ４．５９９１×１０－１１ ９．１２４９×１０－１６ ９．２６９９×１０－１６

ｐ＝８ ３．９０８３×１０－３ １．２３７９×１０－５ ２．５５６６×１０－１０ ６．７７４９×１０－１６ ６．８０６１×１０－１６

ｐ＝１０ ４．７３９７×１０－３ ２．２１５６×１０－５ ９．９６５８×１０－１０ ９．１０９０×１０－１６ ９．４８９４×１０－１６

表２　例２中Ｎｅｗｔｏｎ迭代公式（４）的‖Ｒｋ‖Ｆ
Ｔａｂｌｅ２　‖Ｒｋ‖ＦｉｎＮｅｗｔｏｎｉｔｅｒａｔｉｏｎ（４）ｉｎＥｘａｍｐｌｅ２

ｐ ｋ＝１ ｋ＝２ ｋ＝３ ｋ＝４ ｋ＝５

ｐ＝２ ２．７０３５×１０－２ ５．１７１７×１０－４ １．９９６２×１０－７ ２．９９３４×１０－１４ ４．７１０３×１０－１６

ｐ＝４ ４．２２５３×１０－２ ２．０７７７×１０－３ ５．３６４３×１０－６ ３．５９６８×１０－１１ ３．１４１７×１０－１６

ｐ＝６ ５．５６１０×１０－２ ４．９２５９×１０－３ ４．２１０５×１０－５ ３．１０２３×１０－９ １．５７３２×１０－１６

ｐ＝８ ６．７３７７×１０－２ ９．０２１９×１０－３ １．８０６０×１０－４ ７．３３６９×１０－８ １．１８９７×１０－１４

ｐ＝１０ ７．７７７８×１０－２ １．４１７７×１０－２ ５．３９８９×１０－４ ８．０１０７×１０－７ １．７６４８×１０－１２
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　　例３　设矩阵Ａ＝ｄｉａｇ（［ｒａｎｄ（１，３０）×１０，１０－８］），
分别用迭代公式（４）与用文献［１１］的 Ｎｅｗｔｏｎ迭代
公式

　Ｘｋ＋１＝
１
ｐ
（ｐ－１）Ｘｋ＋（ＸｋＸ

Ｈ
ｋ）
（２－ｐ）／２Ｘ－Ｈｋ[ ]　

　　（ｋ＝０，１，２，…），Ｘ０＝Ａ （２２）

计算Ａ的酉极因子．程序的终止标准为‖Ｒｋ‖Ｆ≤１０
－１５．

对不同的ｐ，表 ３列出了这 ２个公式所花费的 ＣＰＵ
时间（ｔＣＰＵ）和所需的迭代步数．

表３　Ｎｅｗｔｏｎ迭代公式（４）与（２２）的ＣＰＵ时间与迭代步数
Ｔａｂｌｅ３　ＣＰＵｔｉｍｅｓａｎｄｉｔｅｒａｔｉｏｎｓｉｎＮｅｗｔｏｎｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ（４）ａｎｄ

（２２）

ｐ的取值 Ｎｅｗｔｏｎ迭代公式 ｔＣＰＵ／ｓ 迭代步数

ｐ＝２ （４） ０．００５６ ５０
（２２） ０．００４９ ３０

ｐ＝４ （４） ０．００５７ ８６
（２２） ０．０３１９ １９１

ｐ＝６ （４） ０．００８８ １２３
（２２） ０．０９３７ ４９９

ｐ＝８ （４） ０．０１３２ １６０
（２２） ０．１９４７ ９５２

　　表１和表２显示计算酉极因子的 Ｎｅｗｔｏｎ迭代
公式（４）具有二阶收敛特性．对于不同的偶数 ｐ，
Ｎｅｗｔｏｎ迭代公式（４）的收敛速度相差不大．由表 ３
可知当ｐ＝４，６，８时，式（４）花费的 ＣＰＵ时间更少，
迭代步数也更少．

３　结束语

本文基于方程ｘ－ｐ－１＝０的 Ｎｅｗｔｏｎ迭代求根公
式获得求解非奇异矩阵酉极因子的新迭代算法，并

证明了新算法具有二阶收敛特性．这推广了求非奇
异矩阵酉极因子的 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｓｃｈｕｌｚ迭代公式．新迭
代算法只需要矩阵的加法与乘法运算，避免了求矩

阵的逆，数值例子表明该算法是有效的．
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