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β级 α型!

－Ｂａｚｉｌｅｖｉ̌ｃ函数的对数系数

牛潇萌，李书海
（赤峰学院数学与统计学院，赤峰 ０２４０００）

摘要：利用从属关系给出 （ｇ（ｚ）／ｆ（ｚ））α 的估计，并运用构造一个非负函数和对复变函数模的积分进行估计的方
法，研究β级α型!

－Ｂａｚｉｌｅｖｉ̌ｃ函数类Ｂ（!，α，β）的对数系数ｂｎ，得到｜ｂｎ｜≤（Ａｌｏｇｎ）／ｎ＋Ｂ／ｎ＋３２β／（１－｜１－２β｜），其
中Ａ、Ｂ是绝对常数，推广了相关结果．
关键词：单叶函数；对数系数；Ｂａｚｉｌｅｖｉ̌ｃ函数
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－Ｂａｚｉｌｅｖｉ̌ｃＦｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆＴｙｐｅαａｎｄＯｒｄｅｒβ
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Ｂａｚｉｌｅｖｉ̌ｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｔｙｐｅαａｎｄｏｒｄｅｒβｉｓｓｔｕｄｉｅｄ．Ｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅ｜ｂｎ｜≤（Ａｌｏｇｎ）／ｎ＋Ｂ／ｎ＋３２β／（１－｜１－２β｜）ｉｓ
ｇｉｖｅｎ，ｗｈｅｒｅＡ，Ｂａｒｅａｂｓｏｌｕｔｅｃｏｎｓｔａｎｔｓ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｕｎｉｖａｌｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ；ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ；Ｂａｚｉｌｅｖｉ̌ｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

　　设Ｓ表示在单位圆盘 Ｕ＝｛ｚ∶｜ｚ｜＜１｝内单叶解

析函数ｆ（ｚ）＝ｚ＋"

ｎ＝２
ａｎｚ

ｎ
构成的函数类，用Ｓ、Ｃ和

Ｂα分别表示通常的星象函数类、近于凸函数类和
Ｂａｚｉｌｅｖｉ̌ｃ函数类，用Ｙ表示圆对称函数类［１］，

β级α型!

－Ｂａｚｉｌｅｖｉ̌ｃ函数类Ｂ（!，α，β）定义如下：
定义１［２］　设ｆ（ｚ）!Ｓ，α≥０，０≤β＜１，!＞０，若存

在ｇ（ｚ）!Ｓ，使得

　 Ｒｅ（１－
!

）
ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )α＋!ｚｆ′（ｚ）ｆ（ｚ）

ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )α{ }＞β， （１）

则称ｆ（ｚ）!Ｂ（!，α，β）．
显然Ｂ（１，α，０）为熟知的 Ｂａｚｉｌｅｖｉ̌ｃ函数类 Ｂα．

Ｂａｚｉｌｅｖｉ̌ｃ函数是复变函数论中一类非常重要的单叶
函数，学者们从不同的角度出发，研究了一些有趣的

Ｂａｚｉｌｅｖｉ̌ｃ函数子类［３－９］．
设ｆ（ｚ）!Ｓ，若

　　　　　ｌｏｇ
ｆ（ｚ）
ｚ
＝２

"

ｎ＝１
ｂｎｚ

ｎ， （２）

则称ｂｎ为ｆ（ｚ）的对数系数．对数系数的估计在单叶

函数的系数估计中有重要作用．Ｋｅｏｂｅ函数 ｋ（ｚ）＝
ｚ（１－ｚ）－２的对数系数为ｂｎ＝１／ｎ．对ｂｎ（ｎ≥２）的估计
结果

［１０－１４］
如下：当ｆ（ｚ）!Ｓ时，｜ｂｎ｜≤１／ｎ；当ｆ（ｚ）!Ｃ

时，｜ｂｎ｜≤（Ａｌｏｇｎ）／ｎ；当ｆ（ｚ）!Ｂα时，｜ｂｎ｜≤（Ａ（１＋α）×
ｌｏｇｎ）／ｎ；当ｆ（ｚ）!Ｙ时，｜ｂｎ｜≤（Ａｌｏｇｎ）／ｎ；当ｆ（ｚ）!
Ｂ（α，β）时，｜ｂｎ｜≤（Ａｌｏｇｎ）／ｎ．以上的 Ａ表示不同
的绝对常数．

本文将运用构造一个非负函数和对复变函数模

的积分进行估计的方法研究 β级 α型!

－Ｂａｚｉｌｅｖｉ̌ｃ
函数类Ｂ（!，α，β）的对数系数ｂｎ．

１　引理

引理１［１４］　设ｆ（ｚ）!Ｓ，则

Ｒｅ
ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

＝
θ
ａｒｇ
ｆ（ｚ）
ｚ( ) ＋１．

引理２［１４］　设ｆ（ｚ）!Ｓ，α!ＣＣ，则对ｚ＝ｒｅｉθ （０＜ｒ＜
１），有




θ
ａｒｇ

ｆ（ｚ）
ｚ( )α( ) ＝αθａｒｇｆ（ｚ）ｚ( )．

引理３［１１］　设ｆ（ｚ）!Ｓ，则对ｚ＝ｒｅｉθ（１／２≤ｒ＜１），有

（１）
１
２π∫

２π

０

ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

２

ｄθ≤１＋
４
１－ｒ
ｌｏｇ

１
１－槡ｒ

；

（２）
１
２π∫

ｒ

１
２
∫
２π

０

ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

２

ｄθｄｒ≤１＋２ｌｏｇ
１
１－ｒ
．

引理４［１５］　设ｇ（ｚ）!Ｓ，则

θ
ａｒｇｇ（ｚ）＞０，∫

２π

０


θ
ａｒｇｇ（ｚ）＝２π．

引理５［１６］　设ｆ（ｚ）!Ｓ，则对０＜ｒ＜１，有


"

ｋ＝１
ｋ｜ｂｋ｜

２ｒ２ｋ≤ｌｏｇ
１
１－ｒ
．

引理６　设ｆ（ｚ）!Ｂ（!，α，β），ｇ（ｚ）!Ｓ满足式
（１），则对ｚ＝ｒｅｉθ （０≤ｒ＜１），有

（１）Ｊ１＝
１
２π∫

２π

０
Ｒｅ
ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

ｅｉａｒｇ
ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )αｄθ≤３；

（２）Ｊ２ ＝
１
２π∫

２π

０
Ｉｍ
ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

ｅｉａｒｇ
ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )αｄθ≤ ３＋

４α１＋２ｌｏｇ
１
１－ｒ( )；

（３）Ｊ３＝
１
２π∫

２π

０

ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

ｅ２ｉａｒｇ
ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )αｅｉｎθｄθ≤４α×

１
ｎ２
＋４
ｎ
ｌｏｇ
１
１－ｒ( )

１
２
１＋
４
１－ｒ
ｌｏｇ

１
１－槡ｒ( )

１
２

．

证明　（１）由引理１和引理２可知

Ｊ１≤
１
２π∫

２π

０
ｅｉａｒｇ

ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )αｄθ＋

１
２π∫

２π

０

１
αｉ

θ
ｅｉａｒｇ

ｆ（ｚ）
ｚ( )αｅ－ｉａｒｇ

ｇ（ｚ）
ｚ( )αｄθ．

利用分部积分公式和引理 ４可得

Ｊ１≤１＋
１
２π∫

２π

０


θ
ａｒｇｇ（ｚ）＋ 

θ
ａｒｇｚ{ }ｄθ≤３．

（２）记Ｒｅ
ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

＝ｕ（ｒｅｉθ），Ｉｍ
ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

＝ｖ（ｒｅｉθ），

由柯西－黎曼条件可知，对于１／２≤ｒ＜１有

Ｊ２≤
１
２π∫

２π

０
ｖ（
１
２
ｅｉθ）ｅｉａｒｇ

ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )αｄθ＋

１
２π∫

２π

０∫
ｒ

１
２

１
ｒ
ｕ（ｒｅｉθ）
θ

ｅｉａｒｇ
ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )αｄｒｄθ＝Ｊ２１＋Ｊ２２．

而

Ｊ２１≤
１
２π∫

２π

０
ｍａｘθ!［０，２π］ ｖ（

１
２
ｅｉθ）ｄθ≤

　　ｍａｘθ!［０，２π］
ｆ′（ｅｉθ／２）／２
ｆ（ｅｉθ／２）

≤
１＋１／２
１－１／２

＝３．

由分部积分和引理 ２可知

　Ｊ２２＝
α
２π∫

ｒ

１
２
∫
２π

０

１
ｒ
ｕ（ｒｅｉθ）ｅｉａｒｇ

ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )α ( θａｒｇ

ｆ（ｚ）
ｚ
－

　
θ
ａｒｇ
ｇ（ｚ）
ｚ )ｄθｄｒ．

由引理１、引理３和１／２≤ｒ＜１可知

Ｊ２２≤４α１＋２ｌｏｇ
１
１－ｒ( )，

则

　Ｊ２＝
１
２π∫

２π

０
Ｉｍ
ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

ｅｉａｒｇ
ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )αｄθ≤

３＋４α１＋２ｌｏｇ
１
１－ｒ( )．

（３）由式（２）可知

　
ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

＝１＋ｚｌｏｇ
ｆ（ｚ）
ｚ( )′＝１＋"

ｋ＝１
２ｋｂｋｚ

ｋ， （３）

则

ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

ｅｉｎθ＝
１
ｉ

θ
ｅｉｎθ

ｎ
＋

"

ｋ＝１

２ｋｂｋｒ
ｋｅｉ（ｎ＋ｋ）θ

ｎ＋ｋ( ) ＝１ｉθＦ（ｚ）．
由引理１、引理２和分部积分可得

Ｊ３≤２α
１
２π∫

２π

０
｜Ｆ（ｚ）｜２ｄθ( )

１
２ １
２π∫

２π

０

ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

２

ｄθ( )
１
２

＋

２α
１
２π∫

２π

０
｜Ｆ（ｚ）｜２ｄθ( )

１
２ １
２π∫

２π

０

ｚｇ′（ｚ）
ｇ（ｚ）

２

ｄθ( )
１
２

．

由引理 ５可知

　
１
２π∫

２π

０
｜Ｆ（ｚ）｜２ｄθ＝

１
ｎ２
＋４

"

ｋ＝１

ｋ２｜ｂｋ｜
２ｒ２ｋ

（ｎ＋ｋ）２
≤

　
１
ｎ２
＋４
ｎ

"

ｋ＝１
ｋ２｜ｂｋ｜

２ｒ２ｋ≤
１
ｎ２
＋４
ｎ
ｌｏｇ
１
１－ｒ
，

则

Ｊ３≤４α
１
ｎ２
＋４
ｎ
ｌｏｇ
１
１－ｒ( )

１
２
１＋
４
１－ｒ
ｌｏｇ

１
１－槡ｒ( )

１
２

．

引理７　设 ｆ（ｚ）!Ｂ（!，α，β），ｇ（ｚ）!Ｓ满足式

（１），则对ｚ＝ｒｅｉθ （０≤ｒ＜１），有

ｇ（ｚ）
ｆ（ｚ）( )α ≤ １＋ｒ

１－｜１－２β｜ｒ
１＋

!

＋
!

１＋ｒ
１－ｒ[ ]．

由从属关系和
１－ｒ
１＋ｒ≤

ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ） ≤

１＋ｒ
１－ｒ
，易证引理７

成立．

７０１第１期 牛潇萌等：β级α型!

－Ｂａｚｉｌｅｖｉ̌ｃ函数的对数系数



２　主要结论

定理１　设ｆ（ｚ）!Ｂ（!，α，β），则对ｎ≥２，有

｜ｂｎ｜≤
Ａ
ｎ
ｌｏｇｎ＋

Ｂ
ｎ
＋ ３２β
１－｜１－２β｜

，

其中，Ａ＝ ３２＋８
１

（２ｌｏｇ２）２
＋ ６
ｌｏｇ２

＋３２( )
１
２( ) α，Ｂ＝２４＋

１６α＋８
｜１－

!

｜
!

＋ １
!

（１－｜１－２β｜）
．

证明　设ｆ（ｚ）!Ｂ（!，α，β），则存在ｇ（ｚ）!Ｓ，使
得式（１）成立．记

ｐ（ｚ）＝（１－
!

）
ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )α＋!ｚｆ′（ｚ）ｆ（ｚ）

ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )α－β，（４）

则Ｒｅｐ（ｚ）＞０．由式（３）可知对ｚ＝ｒｅｉθ，有

２ｎｂｎ＝
１
２πｉ∮｜ｚ｜＝ｒ

ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

ｚ－ｎ－１ｄｚ＝
１
２π∫

２π

０

ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

ｒ－ｎｅ－ｉｎθｄθ．

由式（４）和ｐ（ｚ）＝２Ｒｅｐ（ｚ）－ｐ（ｚ）可知

｜２ｎｂｎｒ
ｎ｜≤

１
２π∫

２π

０

２
!

ｇ（ｚ）
ｆ（ｚ）( )αＲｅｐ（ｚ）ｅ－ｉｎθｄθ＋

１
２π∫

２π

０

１
!

ｇ（ｚ）
ｆ（ｚ）( )αｐ（ｚ）ｅ－ｉｎθｄθ＋

１
２π∫

２π

０

β
!

ｇ（ｚ）
ｆ（ｚ）( )αｅ－ｉｎθｄθ＋｜１－! ｜

!

＝

Ｉ１＋Ｉ２＋Ｉ３＋
｜１－

!

｜
!

．

由Ｒｅｐ（ｚ）＞０和式（４），可知

Ｉ１≤
１
!π∫

２π

０

ｇ（ｚ）
ｆ（ｚ）

α

Ｒｅｐ（ｚ）ｄθ≤

１
!π∫

２π

０

ｇ（ｚ）
ｆ（ｚ）

α

ｐ（ｚ）ｄθ≤

１
π∫

２π

０
Ｒｅ
ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

ｅｉａｒｇ
ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )αｄθ＋

１
π∫

２π

０
Ｉｍ
ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

ｅｉａｒｇ
ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )αｄθ＋

｜１－
!

｜
!π ∫

２π

０
ｅｉａｒｇ

ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )αｄθ＋β

!π∫
２π

０

ｇ（ｚ）
ｆ（ｚ）

α

ｄθ．

由引理６可知

Ｉ１≤１２＋８α（１＋２ｌｏｇ
１
１－ｒ
）＋２
｜１－

!

｜
!

＋β
!π∫

２π

０

ｇ（ｚ）
ｆ（ｚ）

α

ｄθ，

　Ｉ２≤
１
２π∫

２π

０

ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

ｅ２ｉａｒｇ
ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )αｅｉｎθｄθ＋

１
２π∫

２π

０

１－
!

!

ｅ－２ｉａｒｇ
ｆ（ｚ）
ｇ（ｚ）( )αｅ－ｉｎθｄθ＋

　 β
２
!π∫

２π

０

ｇ（ｚ）
ｆ（ｚ）( )αｅ－ｉｎθｄθ≤

　４α
１
ｎ２
＋４
ｎ
ｌｏｇ
１
１－ｒ( )

１
２
１＋
４
１－ｒ
ｌｏｇ

１
１－槡ｒ( )

１
２

＋

　
｜１－

!

｜
!

＋β
２
!π∫

２π

０

ｇ（ｚ）
ｆ（ｚ）

α

ｄθ．

由引理７可知

Ｉ３≤∫
２π

０

ｇ（ｚ）
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